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1. (i) Να εξετασθεί αν οι συναρτήσεις f1(x, y) = x1/5y10 και f2(x, y) = x10y1/5, πληρούν µια
συνθήκη Lipschitz στο σύνολο S := [0, 10]× [−b, b] (b > 0).

(ii) Να εξετασθούν ως προς την ύπαρξη και το µονοσήµαντο λύσεων τα προβλήµατα αρχικών
τιµών

y′ = f1(x, y), y(0) = 0, y′ = f2(x, y), y(0) = 0.

(iii) Να διατυπωθούν οι προτάσεις που χρησιµοποιήθηκαν στα ερωτήµατα (i) και (ii).

Υποδ. ΄Οπως τα Παραδείγµατα 2, 7, σελ. 23, 27 (Σύγγραµµα Χ. Φίλου - ∆εν απαιτείται το
µέγιστο διάστηµα ορισµού).

2. Να επιλυθεί η διαφορική εξίσωση
ex(y′ − y) + y2 = e2x,

δεδοµένου ότι δέχεται µια λύση της µορφής kemx (k,m πραγµατικές σταθερές). Να εξετασθεί
αν υπάρχουν λύσεις y1, y2, y3 µε:
(i) y1(0) = 1/3, (ii) limx→5y2(x) =∞, (iii) limx→+∞y3(x) = −∞.
Υποδ. Παράδειγµα 2 σελ. 35, (Σύγγραµµα Χ. Φίλου). Οι απαντήσεις στα (i), (ii), (iii)
προκύπτουν από τους τύπους των λύσεων (τελευταία γραµµή της σελ. 35).

3. Αν L(y) = y′′′ + y′, να επιλυθεί η διαφορική εξίσωση

L(y)(x) = 2 + sinx, x ≥ 0.

Ειδικότερα, να ϐρεθεί η λύση y0 που πληροί τις αρχικές συνθήκες

y0(0) = 0, y′0(0) = 1, y′′0(0) = −1.

Να εξετασθεί αν υπάρχουν (i) ταλαντούµενες λύσεις, (ii) ϕραγµένες λύσεις, (iii) µη ϕραγµένες
λύσεις των εξισώσεων α) L(y) = 0, ϐ) L(y)(x) = 2 + sinx, x ≥ 0.
Υποδ. Παράδειγµα 4, σελ. 110. Οι απαντήσεις στα (i), (ii), (iii) προκύπτουν από το ϐασικό
σύνολο της οµογενούς και τον τύπο της µερικής λύσης στη σελ. 111 (Σύγγραµµα Χ. Φίλου).

4. Θεωρούµε την γραµµική διαφορική εξίσωση

y′′′(x) + 6y′′(x) + 11y′(x) + 6y(x) = b(x), x ≥ 0, (E)

όπου b είναι µια συνεχής συνάρτηση στο [0,+∞).

(i) Αν y0 είναι η λύση της αντίστοιχης οµογενούς διαφορικής εξίσωσης που πληροί τις αρχικές
συνθήκες

y0(0) = 0, y′0(0) = 0, y′′0(0) = 1,

να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση

y(x) =

∫ x

0

y0(x− s)b(s)ds, x ≥ 0

είναι λύση της εξίσωσης (Ε) που πληροί τις αρχικές συνθήκες

y(0) = 0, y′(0) = 0, y′′(0) = 0.



(ii) Αν
∫ +∞
2016
|b(s)|ds <∞ να αποδειχθεί ότι όλες οι λύσεις της (Ε) είναι ϕραγµένες.

(iii) Να ϐρεθεί µια ολοκληρωτική έκφραση της (γενικής) λύσης της εξίσωσης (Ε) για b(x) =
ex/2sin(x2) και να εξετασθεί αν η λύση αυτή είναι ϕραγµένη.

Υποδ. (i): ΄Αµεσα µε παραγώγιση και αντικατάσταση στην εξίσωση. (ii): Από την εύρεση ενός
ϐασικού συνόλου λύσεων (ϱίζες χ.π.: -1, -2, -3) προκύπτει ότι όλες οι λύσεις της οµογενούς
εξίσωσης είναι ϕραγµένες. Εποµένως, αν M είναι ένα ϕράγµα της y0, τότε

|y(x)| ≤M

∫ +∞

0

|b(s)|ds <∞, x ≥ 0.

(iii): Y (x) = c1y1(x) + c2y2(x) + c3y3(x) + y(x), όπου y η (µερική) λύση του (ii) (Για το
ϕραγµένο δεν απαιτείται η ακριβής εύρεση της y0!).
∆είτε και την ΄Ασκηση Β-26 σελ. 37 Φυλ. Λυµ Ασκήσεων καθώς και την ΄Ασκηση Β-39 σελ.
Β.7 Φυλ. ΄Αλυτων Ασκήσεων (Χ. Φίλου).

5. Θεωρούµε την διαφορική εξίσωση
xy′′ + xy′ + 2y = 0.

(i) Να αποδειχθεί ότι x0 = 0 είναι ένα κανονικό ανώµαλο σηµείο και να ϐρεθούν οι ϱίζες της
ενδεικτικής εξίσωσης.

(ii) Να ϐρεθεί µια λύση y1 στο διάστηµα (0,∞) της µορφής

y1(x) = x
∞∑
n=0

cnx
n, x > 0.

(iii) Με χρήση της µεθόδου του υποβιβασµού της τάξης να ϐρεθεί µια λύση y2 γραµµικά
ανεξάρτητη µε την y1 (υποθέτουµε ότι y1(x) 6= 0, x > 0).

Υποδ. ΄Ασκηση C-10, σελ. 57, Φυλ. Λυµένων Ασκήσεων Χ. Φίλου.

* [1,2µ] είναι y1, y2 είναι δύο λύσεις της διαφορικής εξίσωσης

x2y′′ + xy′ + (x2 − k2)y = 0, x > 0,

(k σταθερά) µε
y1(1) = 1, y′1(1) = 0, y2(1) = 0, y′2(1) = 1.

α) Να ϐρεθεί η ορίζουσα Wronski των y1, y2, ϐ) Να διατυπωθούν στη γενικότητά τους οι
προτάσεις που χρησιµοποιήθηκαν στο ερώτηµα α), γ) Να δοθεί µια έκφραση της λύσης y της
εξίσωσης που ικανοποιεί τις αρχικές συνθήκες y(1) = 3, y′(1) = 4.
Υποδ. α), ϐ): Εφαρµογή του τύπου Liouville σελ. 67 (Σύγγραµµα Χ. Φίλου.) γ) προκύπτει
άµεσα ως γραµµικός συνδυασµός των (γραµ. ανεξάρτητων) λύσεων y1, y2. (΄Ασκηση 16, σελ.
140, Σύγγραµµα Χ. Φίλου.)


